nie wykracza poza racjonalna, §wiadoma i planowa dzialalmo$é nauczyciela.” Dla-
tego mozemy zadaé od niego rozwijania matematycznych intuicji ucznia, przy za-
chowaniu harmonii miedzy intuicyjnymi i formalnymi elementami metody mate-
matycznej w ujgciu dostgpnym uczniowi.

Aby jednak méc racjonalnie te zagadnienia rozwazaé, trzeba niektére terminy,
ktérymi dotad postugiwaliémy si¢ w sposéb doé€ ogélnikowy, sprecyzowaé tak,
aby ich sens w zastosowaniu do nauczania szkoinego stal si¢ bardziej konkretny.
W szczegblnoéci trzeba sobie u§wiadomié, w jakim znaczeniu mozna tu méwié o ro-
zumowaniu intuicyjnym w przeciwstawieniu do rozumowania formalnego, w skrom-
nym zakresie naiwnej jeszcze matematyki szkolnej. Nalezy takZe zilustrowaé te
pojecia konkretnymi przykladami i rozwazy¢ érodki dydaktyczne sprzyjajace harmo-
nijnemu rozwojowi zaréwno my§lenia intuicyjnego, jak i formalnego ucznia szkoly
podstawowej i redniej.

6.2. Wnioskowanie empiryczne, rozumowanie intuicyjne i rozumowanie formalne
v nauczanin matematyki

6.2.1. Odréznimy przede wszystkim czgsto identyfikowane niestusznie wniosko-
wanie empiryczne od rozumowania intuicyjnego. Terminu ,,wnioskowanie empi-
ryczne” bedziemy uzywaé na oznaczenie dwéch réznych sytuacii:

1° Uczen obserwuje fizyczne stosunki przestrzenne lub iloSciowe, wystgpujace
W jego naturalnym otoczeniu, w modelu lub na rysunku i bezpoérednio je matema-
tyzujac, to jest opisujac w tenminach matematycznych to, co widzi lub stwierdza
do$wiadczeniem, formutuje hipotez¢ matematyczng.

2° Uczeri wykonuje cigg préb matematycznych (np. obliczeri) i dostrzegajac
pewna prawidiowo§é w rezultatach tych préb formuluje hipoteze matematyczna,
a wiec stosuje metode indukgji tak, jak ja stosuje przyrodnik.

Przykiady enipirycznego wnioskowania pierwszego rodzaju podalam juz po-
przednio w rozdziale 4. Obecnie cheg zwrdcié uwage na empiryzm drugiego rodzaju,
na indukcyjne wnioskowanie w samej matematyce.

Poprawnie indukcyjnie rozumuje uczen, ktéry majac za zadanie obliczyé sume:

1 1 1 1
1-2°2:3 34 n-(n+1)
znajduje kolejno:
A 2 3 4
U S £

dostrzegajac ,,prawidlowoéé” w tym ciggu oraz formulujac przypuszczenie: ,,to
bedzie wzér
n

W dalszym ciagu nastgpuje weryfikacja tego przypuszczenia oparta na twier-
dzeniu o indukcji zupehej.
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Jest to empiryzm w samej matematyce, a nie w dziedzinie jej fizycznych modeli.

Inna, ale w istocie rzeczy podobna sytuacje stwarzamy, gdy w rénych mo-
mentach kursu geometrii eksponujacego pojecia izometrii rozwigzujemy zadania
z zastosowaniem wiadomosci o symetralnych bokéw tréjkata, dwusiecznych katéw
tréjkata, Srodkowych tréjkata oraz twierdzenia: ,,nietoZsamo$ciowa izometria
majaca dwa punkty stale jest symetrig osiowa™. Bedg to zarazem wstepne éwiczenia
do klasyfikacji izometrii. Zapytujemy, np., jaka izometria jest zloZenie symetrii
wzgledem symetralnych a, b, ¢ bokédw BC, CA, AB w AABC? Ucziowie latwo
znajdg dwa stale punkty tego przeksztalcenia, punkt O przeciecia symetralnych
i punkt B, bowiem:

8,8.(B)=S.8,(C) =S(4) = B.

Uczniowie stwierdza tez, 2e przeksztalcenie to nie jest tozsamoécia, bo np. nie
moze by¢ S.S,S,(4,)=4,, gdzie 4, jest §rodkiem odcinka BC, gdyby bowiem tak
bylo, to byloby tez S.S,(4;)—A4;, Sy)(4,)=8SA(4,) i b=c. Zatem S.S,S,, jako
izometria nietoZsamo$ciowa majaca dwa punkty stale O, B, musi byé symetrig
wzgledem osi OB.

Podobny problem pojawi si¢ i zostanie rozwigzany w zwigzku z rozwazaniem
dwusiecznych katéw tréjkata. W kazdym z tych przypadkéw stwierdza sie, ze
ztoZenie pewnych trzech symetrii wzgledem osi przecinajacych si¢ w jednym punkcie
jest symetria osiowa. Czy kryje si¢ w tym jakie§ ogdlniejsze twierdzenie? Zagadnienie
to zostanie rozwazone dokladnie p6éniej w zwiazku z klasyfikacja izometrii. Problem
pojawit si¢ jednak juz wcze$niej w ré2nych sytuacjach szczegélnych i podobnych.
Jest to przyklad na indukcyjne powstawanie ogdlniejszego zagadnienia:
stwierdzamy pewna regularno$¢ w serii podobnych przypadkéw i pytamy, czy nie
sa to szczegdlne przypadki ogélniejszego twierdzenia.

6.2.2. W obu“przypadkach — przy postepowaniu poprawnym — uczniowie
stwierdzaja: ,,byé moz2e tak jest”, ale wcale nie u$wiadamiaja sobie Zadnej idei
wyjaéniajacej, dlaczego tak ,,powinno byé”.

Takie idee wlaénie sa charakterystyczne dla rozumowania intuicyjnego. Obser-
wujemy to juz, gdy dwunastoletni uczefi, nie majac przed soba Zadnego rysunku,
z wiadomosci, 2e prostokat o bokach dlugoéci a, b zawiera si¢ w drugim prosto-
kacie, ktérego boki maja dlugoéci ¢, d (przy czym wzajemne poloZenie bokéw
jednego i drugiego prostokata pie jest ustalone, moga by¢ nieréwnolegle), wysuwa
bezposrednio wniosek, Ze a - b < ¢ - d. Oczywicie poprawny dowdd tego twierdzenia
na tym poziomie nie bylby fatwy. Uczeh wypowiada swa tez¢ z poczuciem pelnej
oczywistoéci nie dlatego, 2¢ widzi, ale dlatego, 2e wie, przy czym wie nie tylko
»jak jest™, ale ,,dlaczego tak musi byé”. Stwierdza: ,,jak ten prostokat jest w drugim,
to musi mieé pole mniejsze”. Matematyk nie uzna tego za ,,rozumowanie”. Takie
stwierdzenie, Ze ,,co§ musi zachodzi¢", nie jest dowodem; wiele ktopotu sprawiatby
poprawny dowdd faktu oczywistego dla ucznia. Nicmniej uczerr rozumuje i jest
to specyficzne rozumowanie intuicyjne, oparte na przestankach, co do ktérych nie
ma on watpliwoéci, ktérych nie umiatby zapewne sprecyzowaé i w ktérych zostaty
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jakby skoncentrowane réine jego przedmatematyczne do$wiadczenia (poréwny-
wanie i mierzenie wielkoéci).

Intuicyjnie rozumuje uczesi, ktéry szukajac wzoru na n-ty wyraz postepu arytme-
tycznego”, wypisuje kilka pierwszych wyrazéw tego postepu: a,=a+r, a;=
=a+r+r=a+2r, a,=a+2r+r=a+3r, as=a+3r+r=a+4r i nagle stwierdza:
,Jjuz wiem, to tak musi by¢ i dalej, zawsze dodaj¢ po jednym r. to musi byé a,o=
—a+9r, a wigc ogblnie a,+(n—1) - r”. Rozumowanie ucznia nic jest formalne.
Nie jest tez empiryczne, co wyraZnie widzimy, analizujagc odpowiedZ innego ucznia,
ktéry podobnie jak poprzedni oblicza kilka pierwszych wyrazéw ciagu arytme-
tycznego i zauwaza: ,,w drugim wyrazie wystgpowalo jedno r, w trzecim 2r, w czwar-
tym 3r, to byloby zgodne z wzorem a,=a,+(n—1)r". Uczei rozumuje tu tak jak
przyrodnik: doszukuje si¢ ogblnego prawa obejmujacego poszczegélne znane przy-
padki. Stwierdza, Ze ,,tak jest”, ale nie zastanawia si¢ nad tym, ,,dlaczego tak musi
byé”, co tak silnie interweniuje w mySleniu jego kolegi, ktéry przeprowadzony
nastgpnie $cisly, bo oparty na indukcji matematycznej, dowéd twierdzenia o ciagu
arytmetycznym uwaza za niepotrzebna formalnos¢, bowiem ten dowdéd juz niczego
do jego przekonania nie dodaje; jest w istocie rzeczy tylko zalegalizowaniem jego
intuicyjnego rozumowania. W drugim przypadku dowéd Scisty jest dla ucznia po-
trzebna weryfikacja jego empirvcznej, wysnutej z obserwacji kilku szczegblnych
przypadkéw hipotezy. Przyklad ten ilustruje wyraZnie réznicg migdzy intuicyjmym
rozumowaniem i empirycznym wnioskowaniem, ktére przyjmuje si¢ czgsto za
punkt wyjdcia w nauczaniu matematyki. Gdy uczed méwi: ,,i tak dalej”, to moze
to powiedzenie wyrazaé zaréwno konstatacjg empiryczng tylko, jak- i glebokie
przekonanie i jasne ujgcie ,,jednym chwytem mysli” calego nieskoriczonego ciagu
operacji, oparte na $wiadomosci rekurencji. ,,I tak dalej” w tym ostatnim sensie
pojawia si¢ w rozumowaniach uczniéw bardzo czgsto tam, gdzie zastosowano defi-
nicj¢ rekurencyjng jakiege§ terminu.

Taka wlasnie sytuacj¢ obserwujemy, gdy omawiamy izometrie parzyste i nie-
parzyste i ich zwiazek z orientacja plaszczyzny. Uczed sporzadza choragiewke
z jednej strony biala, a z drugiej czerwona. Obrysowuje choragiewke na kartce pa-
pieru, otrzymujac wykreSlong figure /. Gdy choragiewke nalozy na narysowang
figure, widzi biala strong choragiewki. Przeksztalca nastgpnie f przez symetrig
wzgledem pewnej osi a; otrzymuje rysunek figury f; =S,(f). Gdy nalozy choragiewke
na rysunek f,, widzi czerwong strong¢ choragiewki. Ta obserwacja wystarcza do
intuicyjnego rozstrzygnigcia zagadnmienia. ,Jaka strong choragiewki zobaczymy,
gdy nalozymy ja na rysunek figury

Je= S, - 84S ()’

Kazda symetria ,,zmienia strone choragiewki”, odpowiedZ zalezy wigc od tego,
czy k jest parzyste czy nieparzyste. OdpowiedZ jest oczywista; jest oparta na intuicyj-
nym — nieformalnym — rozumowaniu (ale nie na odgadywaniu), odwolujacym
si¢ do rekurencji. Réwnoczeénie uczenn uéwiadania sobie intuicyjnie fakt funda-
mentalny, Ze Zzadnej izometrii parzystej nie mozna przedstawi¢ w postaci jednej
symetrii lub w postaci iloczynu nieparzystej liczby symetrii, Weryfikacja dedukcyjna
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tych intuicyjnych tez jest konieczna, niemniej jedna konkretna obserwacja wy-
starczyta juz do uogélnienia wystepujacego ze szczegblna oczywistosciz w myéli
ucznia.

To poczucie oczywistofci towarzyszace rozumowaniu intuicyjnemu wyraza
si¢ w tym, Ze uczefi wypowiadajac jaka$ teze nie tylko stwierdza: ,tak jest”, ale
stara si¢ po swojemu wyjasni¢ ,,dlaczego tak musi byé” (czasem jedno i drugie
jest zreszta bledne).

Inny rodzaj intuicyjnego rozumowania charakteryzuje sig tym, ze wypowiadane
twierdzenie traktowane jest jako hipoteza, oparta na prze$wiadczeniu, 2e ,tak
powinno by¢”.

Na przykiad uczefi odkrywa ,,zasad¢ analogii” migedzy pojeciami planimetrii
i stereometrii w operacji ,,podnoszenia wymiaru o 1, Méwi: ,,szeScian w przestrze-
ni — to kwadrat w plaszczyZnie, kwadrat w przestrzeni — to odcinek w plaszczyZnie,
kula w przestrzeni — to kolo w plaszczyinie”. 1 sugeruje, 2e¢ wobec tej odpowicd-
nioéci wzory na pole sfery i objeto$¢ kuli ,,powinny by powstawaé odpowiednio z wzo-
réw na dlugo$é okregu i pole kola przez podniesienie wymiaru™. Zatem z wzoru o =2rn
powinien wynikaé wzér na pole sfery s =(2r)?n, z wzoru k=r2n — wzbr v=r3zn.
Pierwszy z tych hipotetycznych wzoréw jest prawdziwy, drugi falszywy. Niemniej
uczefi nie zaproponowat ich w ‘wyniku bezmys$lnego zgadywania, ale przeprowadzit
logiczne rozumowanie sui generis oparte na dostrzezonej analogii w strukturze.

My§l, Ze ze wzgledu na analogie w strukturze ,,tak powinno by¢”, jest rzeczy-
wifcie Zzrédlem wielu matematycznych idei i pomystéw. W tej formie intuicji kryje
sig chyba jaki§ bardzo istotny element matematycznego twérczego myslenia, po-
dobnie zreszta jak w intuicyjnym odczuciu, 2e ze wzgledu na analogi¢ w strukturze
»tak nie powinno byé”. Méwit o tym H. Lebesgue: ,,Gdy protestujemy: to rozu-
mowanie jest na pewno falszywe! — to by¢ moze czynimy to czasem dlatego, ze
dostrzegamy absolutnie uderzajaca sprzeczno$¢ z tym, co dobrze znamy, ale byé
moze i dlatego, 2e brak nam jest dostatecznej zgodnosci, dostatecznej harmonii
miedzy tym, co znamy, i otrzymanym rezultatem, dlatego 2e nie byloby to dostatecz-
nie pigknie, lub rzadziej — 2e byloby to zbyt pigkne.

Krétko méwiac — zaufanie pojawia sig, gdy rezultat zgadza si¢ z tym, czego
oczekiwali§my. Bylaby to podstawa jednak bardzo niepewna dla naszego zaufania,
gdybysmy nie mieli pewnych §rodkéw kontroli”.»?

Analogia w strukturze — to dla ucznia wlasnie dostgpny mu rodzaj harmonii.
Uczen, ktéry jest zdolny ja odkryé, mimo popeinionych biedéw zastuguje na uwage
i szczegblna opieke. Jest on bowiem zdolny réwniez do pewncgo rodzaju odwagi
matematycznej, bardzo rzadko spotykanej w szkole. Rozwijanie tego rodzaju intuicji
jest zarazem rozwijaniem odwagi matematycznej uczniéw, koniecznej dla zaintereso-
wania ich matematyka i pobudzania do samodzielnego wysitku.

6.2.3. Omawiajac problem matematyzacji konkretnych sytuacji (4) zwrécitam
uwage na to, Ze intuicyjne pojgcie moze si¢ pojawié na tle odpowiednio przez nauczy-

1 Les Entretiens de Zurich, op. cit., s. 119,
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ciela pokierowanego eksperymentu fizycznego. Podobnie ogdlna idea rozumowania
moze si¢ pojawié juz w toku indukcyjnego rozpatrywania szczegélnych przypadkéw
w samej matematyce.

Rozwiazujgc zadania z zastosowaniem wiasnofci izometrii mozemy z uczniami
rozwazaé grupe obrotéw wielokata foremnego dokola jego §rodka symetrii. Roz-
patrujemy np. kwadrat. Ile réZznych obrotéw liczy grupa obrotéw kwadratu? Jakie
to sa obroty? Jakie mozna by w tej grupie wyrézni¢ podgrupy? Okaze sig, ze grupa
obrotéw kwadratu dokota jego §rodka symetrii jest rzedu 4 (obroty o 0°, 90°, 180° =
=2-+90° i 270°=3 - 90°) oraz ze mozna w niej wyr6zni¢ dwie rézne od niej pod-
grupy: rzgdu 1 (obrét o 0°) i rzedu 2 (obroty 0 0°i 0 180° =2 - 90°). Przeprowadzamy
podobne badania w pigciokacie foremnym, szeSciokacie foremnym, w dziesigcio-
kacie foremnym. Uczniowie stwierdza w wyniku konkretnych préb, ze w pierwszym
przypadku jedyna podgrupg rézna od catej grupy rzedu 5 jest grupa rzedu 1 (obrét
o 0°; w drugim rzad calej grupy jest 6 i mozna w niej wyrézni¢ tylko trzy rézne
od niej podgrupy: rzedu 1 (obrét o 0°), rzgdu 2 (obroty o 0°i 180° =3 - 60°), rzgdu 3
{obroty o 0° 120°=2 - 60°, 240°=4 - 60°); w trzecim przypadku rzad calej grupy
jest 10 i mozna wyréznié¢ w niej tylko trzy rézne od niej podgrupy: rzedu 1 (obrét
o 0°), rzedu 2 (obroty o 0° i 180°=5 - 36°), rzedu 5 (obroty o 0°, 72°=2-36°,
144°=4-36°, 216°=6-36° i 288°=8 - 36°). Racjonalne, planowe poszukiwanie
podgrup w tych przypadkach wyrazi si¢ w szukaniu obrotu wielokata, ktérego
pewna krotno§¢ databy obrét zerowy (peiny) i w uSwiadomieniu sobie, ze tylko
taki obrét moze by¢ przyjety na ,,najmniejszy, niezerowy obr6t podgrupy”. Zdanie
sobie sprawy z tej strategii prowadzi od razu do ogdlniejszego wniosku: rzad pod-
grupy grupy obrotéw wielokata foremnego dokola jego Srodka symetrii musi byé¢
dzielnikiem rzedu calej grupy, a wiec dzielnikiem liczby bokéw wielokata. Uczniowie
odkryja wigc i udowodnia zarazem, juz w toku poszukiwania odpowiedzi na zadane
im konkretne i szczegélowe pytanie, nie tylko szczegblny przypadek twierdzenia
Lagrange’a (rzad podgrupy grupy jest dzielnikiem rz¢du tej grupy), ale i twierdzenie
dof odwrotne (prawdziwe w przypadku skoficzonej grupy cyklicznej), a wigc lacznie
twierdzenie: grupa obrotéw n-kata foremnego wzgledem jego $rodka symetrii ma
podgrupeg rzedu m wtedy i tylko wtedy, gdy m jest dzielnikiem #.

6.2.4. MySlac o rozumqwaniu formalnym w nauczaniu szkolnym, nie my$limy
oczywiécie o rozumowaniu sformalizowanym. Mamy natomiast na uwadze rozu-
mowanie uwazane w praktyce matematycznej za wystarczajaco $ciste. Matematyk
zadowala si¢ pewnym optimum precyzji, ktére nie jest réwnoznaczne z maksimum
$cistosci. To optimum jest uwarunkowane réznymi czynnikami. Zalezy ono od
tematu i zawiloci zagadnienia, jak réwniez od tego, czy miesci si¢ ono w dziedzinie
juz dobrze zbadanej, czy wiaénie zupeinie nowe;j. Jest poza tym regulowane zdrowym
rozsadkiem i do§wiadczeniem osobistym i grupowym, a nawet pewnym obyczajem
naukowym, panujacym w danym etapie historycznego rozwoju matematyki. Optimum
precyzji matematycznego rozumowania na poziomie szkolnym nie moze byé tsz
absolutnie z géry zdefiniowane. Zalezy ono oczywiscie od wieku ucznia i jego za-
awansowania w formalnym rozumowaniu oraz cd $rodkéw logicznych, ktérymi
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juz rozporzadza. Zalezy réwniez od rozwoju dydaktyki, ktéra odkrywa coraz to
nowe §rodki wyrazu mySli matematycznej ucznia, coraz to bardziej odpowiadajace
zaréwno jego mozliwosciom, jak i naukowym wymaganiom (np. jezyk mnogoéciowy,
grafy).

Matematyczne rozumowanie — nie sformalizowane — zawiera zawsze wiele
skrétéw i nie do$é precyzyjnie uzasadnionych ogniw. JednakZe matematyk ma
Swiadomo$é, Ze s3 to tylko skréty, ktére nietrudno byloby rozwinaé, oraz wie, jak
to mozna by bylo zrobié. Dopuszcza je bez naruszania uczciwoéci naukowej.

Méwigc o optimum precyzji w rozumowaniach szkolnych, my$limy réwniez
o pewnej uczciwoéci wobec myéli matematycznej ucznia, Za naruszenie tej zasady
nalezy uznaé przelizgiwanie si¢ nad istotnymi lukami w rozumowaniu, takimi
e ich uzupelnienie nie byloby w ogéle mozliwe na poziomie ucznia, ukrywanie ich
przed uczniami i przedstawianie im pseudodowodu jako wzoru matematycznego
rozumcwania. W takich przypadkach uczciwo§¢ matematyczna i pedagogiczna
nakazuje uéwiadomienie uczniom pominigtego ogniwa, poinformowania ich o tym,
ze dowéd zostal przeprowadzony i jest znany, i wyjaénienie pominigcia tego dowodu
jego trudnoécia czy niemozliwoécia przedstawienia go w ramach szkolnego kursu.
Niedopuszczalne sg skréty, ktére w istocie rzeczy pokrywaja bledne koto, wynikajace
z mieokreSlenia podstawy rozumowania.

Ten postulat kieruje nasza uwage w strong kryteriéw uznawania tez matema-
tycznych, ktére to kryteria musza by¢ stopniowo przez ucznia poznawane i stopniowo
coraz to precyzyjniej rozumiane i stosowane. Takim podstawowym kryterium jest
kryterium wywiedInoéci danego twierdzenia z okre§lonego zespotu tez wyjSciowych,
w istocie rzeczy wigc z jakiej§ podstawy aksjomatycznej. Mozna by oczywicie za-
rzucié temu stwierdzeniu, Ze nie uwzglednia si¢ w nim faktéw historycznych, tj. roz-
woju wielkich teorii matematycznych przed ich aksjomatyzacja oraz praktyki mate-
matykéw, prowadzacych swe badania bez ogladania si¢ w konkretnej sytuacji na
aksjomatyke. Zarzut ten polegalby jednak na nieporozumieniu. Student rozwigzujacy
w ramach analizy klasycznej jakie§ zagadnienie nie my$li i nie musi myslec o aksjo-
matyce. Tym niemniej rozwiazanie przez niego podane bgdzie uznane za poprawne,
jezeli w ostatecznej weryfikacji okaze si¢ teza teorii liczb rzeczywistych, opartej
na definicji struktury ciala zupelnie uporzadkowanego i cigglego.

Ta struktura moze byé zdefiniowana bezpoSrednio aksjomatycznie na gruncie
teorii mnogoéci lub konstruowana stopniowo od liczb kardynalnych poczawszy
réwniez na gruncie teorii mnogoéci, niemniej dla analizy klasycznej taka podstawa
istnieje i z niej sa wywiedlne twierdzenia analizy. Matematyk moze w swych ba-
daniach korzystaé z réinych teorii réwnoczeénie. Wtedy podstawa jego rozumo-
wania moze byé bardzo zloZona, krzyZuja si¢ w niej rézne podstawowe struktury,
definiowalne aksjomatycznie, niemniej potrafi on t¢ baze swych poszukiwat wska-
zaé, poniewaz bez tego nie mozna by rozstrzygnaé, czy jego rozumowanie jest
poprawne, czy jego teze mozna uznaé.

Bedziemy méwié, ze uczed rozumuje formalnie, jezeli $wiadomie stara sig
wywiesé w drodze logicznych inferencji pewna teze z okre§lonego zespolu innych
tez, ktére w danej sytuacji przyjeto juz jako uznane intuicyjnie lub wdowodnione
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poprzednio. Moze to mie¢ miejsce zaréwno w ramach lokalnie dedukcyjnej orga-
nizacji materialu nauczania (tylko pewne fragmenty kursu organizowane dedukcyj-
nie z stopniowym rozszerzaniem zakresu tej dedukcji) jak i w ramach globalnie
dedukcyjnej organizacji kursu matematyki. Dotyczy to takze zaréwno twierdzen
teorii, jak i prostych zadaf rozwigzywanych przez ucznia samodzielnie. Rozwig-
zujac zadanie rachunkowe: ,oblicz objeto§¢ stozka réwnobocznego wpisanego
w kule o promieniu r”, uczefi powinien mie€ t¢ sama $wiadomosé metodologiczna,
ktérag mu staramy si¢ przyswoi¢ dowodzac twierdzenia Pitagorasa: odpowiedZ na
postawione pytanie (w danym przypadku wzér na objgto$¢ stozka) moze by¢ uznana
za poprawna, jezeli si¢ ja uda wywieéé ,,rozumowaniem logicznym” z uznanych po-
przednio twierdzen i definicji w ramach arytmetyki i geometrii.

Jednym z zasadniczych warunkéw tej $wiadomosci metodologicznej, ktdrej
rozwinigcie jest waznym celem nauczania matematyki, jest prawidlowe rozumienic
przez ucznia roli definicji matematycznej. Poprawna dedukcja wymaga bowiem zdyscy-
plinowanego postugiwania si¢ definicja. Brak tej dyscypliny formalnej w mysli ucznia
przejawia si¢ rozmaicie, mi¢dzy innymi takze w duzych trudnoéciach, z jakimi
spotyka si¢ on w dedukcyjnej geometrii.

‘Wynikajg one w duZej mierze z tego, Ze uczniowie w toku rozumowania nie
korzystaja $wiadomie z definicji, ale z intuicyjnych obrazéw odnoénych pojeé,
przekraczajac od razu tekst definiensu, gdy myélag o definiendum. Spotykamy tu
paradoks dydaktyczny. Im bardziej starannie i wszechstronnie pod wzgledem po-
gladowym przygotujemy definicje geometryczng, tym wigcej trudnosci natury
metodologicznej bedzie mial uczed, gdy to pojecie stanie si¢ przedmiotem dedukgji.
Im wigce) bowiem uczen ,,wie” intuicyjnie o danym przedmiocie, tym trudaiej mu
o tej calej ,,wiedzy” formalnie jeszcze nie zalegalizowanej zapominaé, gdy ma w toku
rozumowania poprawnie korzysta¢ z definicji. Na przyklad, gdy rozwaza w geometrii
proste réwnolegle zdefiniowane jako proste zawarte w jednej plaszczyZnie, roz-
laczne lub identyczne, to nie wolno mu w toku rozumowania powolywaé si¢ na to,
ze sa to proste w kazdym punkcie ,,réwno odlegle”, dotad, dokad odpowiednie
twierdzenie metryczne o tych odleglo§ciach nie zostanie udowodnione. Jezeli wigc
chcemy najpierw rozwinaé geometri¢ afiniczna, jezeli nie wprowadzilismy zadnych
aksjomatéw metrycznych geometrii, chcieliby§my, aby uczed o tych odleglosciach
intuicyjnie rozumianych zapomniat. Jednakze od samego poczatku nauczania mate-
matyki wilasnie i przede wszystkich wlasnosci metryczne réwnoleglych szczegdlnie
starannie przyswajano uczniowi i utwierdzano je pogladowo odpowiednimi kon-
strukcjami i rachunkami (w szkole podstawowej definiuje si¢ bardzo czgsto dwie
proste réwnolegle jako dwie proste majace wspdlng prostopadia). Rozumienie
réwnoleglych w sensie afinicznym wymaga od ucznia §wiadomego wyeliminowania
tych wszystkich przedstawien pogladowych i postugiwania si¢ terminem ,,proste
réwnolegle” tylko w sensie afinicznej definicji, wymaga wigc jasnej §wiadomosci
metodologicznej, ze ten sam model moze by¢ potraktowany rozmaicie z punktu
widzenia réwnych struktur.

Pogladowe nauczanie matematyki w szkole ulatwia wigc, ale réwnoczeénie
i utrudnia wprowadzenie myéli ucznia w dziedzing matematyki i jej metod. Jest
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to zreszta specyficzna trudno$¢ nauczania matematyki, ktdrej nie znaja, ktérej nawet
nie rozumieja dydaktycy innych przedmiotéw. Obserwacje i systematyczne badania
prowadzone w szkole ujawniaja, e w rezultacie skrajnie pogladowego nauczania
matematyki i przesadnej obawy przed jakakolwiek formalizacja rzekomo niedo-
stepng uczniowi (eksperymentalne nauczanie w réZnych krajach obala juz ten
pewnik) przecigtny uczefi w ogéle nie umie si¢ postugiwaé definicja matematyczna,
bo najczeéciej odwotuje si¢ do bardzosilnie powiazanego z danym terminem obrazu,
a nie do tekstu definicji. Gdy tego obrazu brak, staje bezradny przed najprostszym
problemem, ktérego rozwiazanie otrzymatby od razu, gdyby tylko zechciat i umiat
zanalizowaé odpowiednia definicje.

Wszystkie te zagadnienia skupiaja si¢ dokota podstawowego zagadnienia dy-
daktycznego: zachowania w nauczaniu wlasciwego stosunku miedzy wnioskowa-
niem empirycznym, rozumowaniem intuicyjnym i rozumowaniem formalnym oraz
wyznaczenia w procesie mys$lenia matematycznego ucznia kazdemu z tych elementéw
odpowiedniej funkgcji.

Dia uniknigcia nieporozumiefi przypominamy jeszcze raz krétko, w jakim
sensie tych terminéw bgdziemy uzywaé. Bedziemy moéwi¢ o wnioskowaniu empirycz-
nym w dziedzinie matematyki na poziomie nauczania szkolnego w sytuacji, gdy
uczefi formutuje hipotez¢ matematyczna na podstawie

1° obserwacji i do§wiadczenia w konkretnej fizycznej przestrzeni, ktére w re-
zultacie matematyzacji wystepujacych tu stosunkéw opisuje -uzywajac terminéw
matematycznych, lub

2° indukcyjnych préb juz w zakresie samej matematyki.

Rozumowanie ucznia potraktujemy jako imtuicyjme w dziedzinie matematyki
na poziomie szkolnym, jeZeli uczed w toku rozwigzywania jakiego§ zagadnienia.

1° posluguje si¢ przede wszystkim wyobraZnia, tj. obrazami pojgé, ktére roz-
waza, niezaleznie od ich formalnych definicji i

2° przeprowadza skrétowe rozumowania oparte na oczywistych dlafn prze-
stankach niezaleznie od ich wywiedInofci w ramach danego uktadu lub

3° formuluje hipotez¢ matematyczna oparta na dostrzezonych analogiach,
odpowiednioéciach, odwzorowaniach, lub

4° uzasadnia swe wnioski nie zanalizowang dokfadniej rekurencja.

Wreszcie rozumowanie ucznia uznamy za formalme w dziedzinie matematyki
na poziomie szkolnym, jeZeli uczefi

1° zdaje sobie sprawe z przyjetej podstawy dedukcji i

2° $wiadomie w toku rozwiazywania zagadnienia stara si¢ kazdy z kolejnych
wnioskéw mozliwie precyzyjnie wywie§¢ z uznanych juz poprzednio w danym
ukladzie twierdzen i definicji;

3° korzysta prawidlowo z definicji, a wigc uzywa terminu definiowanego tylko
w sensie nadanym mu przez t¢ definicj¢ oraz rozumie, Ze nowy termin moze wpro-
wadzié do swych rozwazafi po wyja$nieniu jego znaczenia tylko za pomoca terminéw
poprzednio juz wprowadzonych i

4° korzysta prawidlowo z twierdzen, to jest odrywa tezg dopiero po doktadnym
skontrolowaniu, czy w danym przypadku sa spelnione zaloZenia.
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Oczywicie uwzgledniajac poziom rozwoju matematycznej myéli ucznia, zdajemy
sobie sprawg z tego, e granica migdzy rozumowaniem intuicyjnym i formalnym nie
zawsze w konkretnej sytuacji jest wyrafna., Najczeéciej rozumowanie ucznia —
zreszta i matematyka — jest intuicyjno-formalne. Decydujaca jest tu jednak
$wiadomo§é metodologiczna ucznia, to jest rozumienie — jeszcze moze naiwe, ale
juz poprawne — dedukcji.

6.2.5. Jednym ze §rodkéw poprawnego harmonizowania tych réinych ele-
mentéw myslenia matematycznego w nauczaniu matematyki jest ,,formalna legali-
zacja intuicyjnych rozumowan” uczniéw. Rozumiemy przez to, ze nauczyciel przyj-
muje ga podstawg dowodu lub rozwigzania jakiego§ problemu podany przez ucznia
intuicyjny szkic, ktérego w tej formie nie mozna by uznaé za rozwigzanie prawidlowe
i wystarczajaco Scisle, ale ktére mozna przeksztalcié w rozumowanie poprawne
i formalne w ramach danego ukladu materiatu nauczania, precyzujac wraz z uczniami
uzyte przez ich kolegg pogladowo tylko ujete terminy, thimaczac na jezyk matematyki
obrazowe ilustracje rysunkiem i gestem przedstawionego pomystu uzupehiajac
w toku krytycznej dyskusji pominigte ogniwa dedukcji. Postapimy tak, gdy np. uczen
powola si¢ na intuicyjnie tylko umotywowang tezg, ze rozwazana funkcja roénie
nieograniczenie (,,i tak dalej” méwi uczen, ilustrujac to gestem reki), lub gdy w nauce
geometrii sugeruje, e jedna z figur mozna ,,nasunaé” na druga, nie wskazujac
wektora przesunigcia i kierujac si¢ tylko wyobrazeniem tych figur itp.

Oczywicie nie kazdy pomyst intuicyjny ucznia moze byé formalnie zalegalizo-
wany w danym ukladzie materjatu. Niemniej ilekroé to jest mozliwe, powinno byé
przedmiotem wnikliwej uwagi nauczyciela i jednym ze Srodkéw stosowanej przezed
strategii dydaktycznej, majacej na celu wprowadzenie ucznia w matematyczng
metode. Postulat ten stawia nauczycielowi duze wymagania. Musi si¢ on tak swo-
bodnie poruszaé w materiale nauczania, aby go pomysly ucznidéw nie zaskakiwaly,
aby umiat szybko oceni¢ ich warto$é i odréznié zgadywanie od rozumowania. Kazda
rozsgdna propozycja ucznia powinna byé dokladnie przedyskutowana. Niemozli-
woé¢ ,.formalnej legalizacji” pomystu ucznia moze byé tez bardzo wnikliwie przez
nauczyciela wykorzystana do wyjasnienia mu mechanizmu dedukecji. Na przyklad
w kursie stereometrii uczefi proponuje wykonaé konstrukcje plaszczyzny réwno-
legtej do danej plaszczyzny i przechodzacej przez dany punkt przez poprowadzenie
przez ten punkt prostej prostopadlej do danej plaszczyzny i nastgpnie przez skon-
struowanie w danym punkcie plaszczyzny prostopadiej do tej prostej. Wszystko to
jest ,,nielegalne” w danym momencie kursu. Nie zdefiniowano prostej prostopadtej
do plaszczyzny, nie wprowadzono metrycznych aksjomatéw, nie mozna w ogéle
jeszcze przy przyijetej podstawie udowodnié twierdzenia, ze wszystkie proste prosto-
padle do danej prostej w danym jej punkcie zawierajg si¢ w jednej plaszczyzmie itp.
Dyskusja z uczniami zmierzajaca do wyjaénienia tej sytuacji jest bardzo instruktywna
z punktu widzenia konsekwentnego i stopniowego wprowadzania ich w matematyczng
metode.
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6.2.6. ,,Myélenie intuicyjne’ — pisze stusznie J. Bruner — ,,opiera si¢ zazwyczaj
na doskonalej znajomofci danej wiedzy i jej struktury, co pozwala mys$lacemu na
dokonywanie przeskokéw i korzystanie ze skrétéw my§lowych”?). Konsekwencje
dydaktyczne tego oczywiScie zgodnego z faktami twierdzenia sa zupelnie jasne.

Im lepiej uczen opanowat materiat nauczania nie mechanicznie, ale ze zrozumie-
niem jego wewnetrznej organizacji, tym bardziej sensowne i przydatne do ,,formalnej
legalizacji” beda tutaj jego intuicyjne, skrétowe rozumowania, tym bardziej zhar-
monizowana ze struktura przedmiotu bedzie ;jego wyobraZnia matematyczna, tym
mniej bedzie konfliktéw miedzy ta wyobraZnia i rygorami dedukcji. PodkreSlajac
kazdy twérczy pomyst ucznia, niezaleinie od jego przydatnoSci, nauczyciel po-
winien niemniej u§wiadamiaé uczniom stale, e pomyst pojawia si¢ najczeSciej nie
»»Z natchnienia”, ale na tle gruntowne;j analizy danej sytuacji problemowej i glebokiej,
solidnej wiedzy.

6.2.7. Na rozwéj zdolnoSci do skrétowego, intuicyjnego, ale nadajaccgo si¢
do formalnej legalizacji rozumowania wptywa dob6r definicji i twierdzed. Wazne
sa w szczegblnofci takie rozumowania, ktérych plan jest bardzo prosty i ktdre
uczel moze ujaé ,,jednym chwytem myéli”. Tu wiaénie dokonuje si¢ szczegblnie
latwo przejécie od intuicyjnego rozumowania do precyzyjnej dedukciji.

Rozwiazujemy np. zagadnienie: figura 7. ma pole, figura f; jest podobna do f;
w skali k. Czy f, ma pole? Jaki jest stosunek tych p6l? Stwierdzamy z uczniami,
Ze wystarczy rozwazyé przypadek, gdy figury f; i f; sa jednokladne. Zgodnie z defi-
nicja pola wymierzamy f; ciagiem sieci S!, figure f, wymierzamy ciagiem sieci S,
powstatym z S? przez t¢ samg jednokladnoéé (rys. 28). OdpowiedZ intuicyjna ucznidéw
na postawione pytanie jest natychmiastowa. Legalizujemy ja nastgpnie dokladnym
rozumowaniem. W dalszym ciagu po wprowadzeniu pojecia przeksztalcenia afinicz-
nego jako wzajemnie ;jednoznacznego przeksztalcenia plaszczyzny, zachowujacego
wspdiliniowoéé, mozemy sformulowaé podobne pytanie.

10

Rys. 28 Rys. 29

1. S. Bruner, op. cit, s. 61.
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Sugerujemy postgpowanie analogiczne do tego, ktére zastosowali$my poprzednio
(rys. 29). Figurg f; wymierzamy tym razem za pomoca ciagu sieci kwadratowych,
figure f, za pomoca ciagu obrazéw tych sieci w danym przeksztalceniu afinicznym,
a wigc za pomoca ciagu sieci réwnoleglobocznych. OdpowiedZ intuicyjna uczniéw
jest natychmiastowa. Stesunek pola f, do pola f; jest réwny stosunkowi p6l réwno-
leglobocznego ,,0oczka” sieci drugiej i odpowiedniego ,,o0czka” kwadratowego
sieci pierwszej. Ten stosunek jest wigc stala charakterystyczng dla danego prze-
ksztalcenia afinicznego. Uczniowie legalizujg to spostrzezenie dokladnym rozumo-
waniem. Stwierdzaja takze, 2e udowodnione twierdzenie obejmuje jako szczegblny
przypadek twierdzenie o stosunku pél figur podobnych i twierdzenie o stosunku
pél figur przystajacych.

Dydaktyczne zagadnienia ,,dowodu jednym chwytem mysli” wiaa si¢ bezpo-
$rednio z nastgpujacym postulatem: nalezy dazyé do tego, aby dowéd czynit twierdze-
nie nieoczywiste — oczywistym. Jest to bardzo wazne dla rozwoju intuicji ucznia.
Jest to réwnoczeénie argument przeciw tylko informacyjnemu traktowaniu mate-
matyki szkolnej. Mozna by podawaé uczniom twierdzenia matematyczne jako fakty
juz udowodnione tak, jak to czyni geograf, przyrodnik, czy fizyk do$wiadczalny.
Nie robimy tego z wielu powodéw. Chcemy oczywiscie, aby uczniowie zapoznali
si¢ aktywnie z metoda matematyczna. Chcemy réwniez, by uczniowic dobrze zro-
zumieli twierdzenia i na to obecnie zwracam szczegélng uwagg. Dowéd moze bowiem
odegra¢ wazna role zaréwno formalng jak i intuicyjna; moze byé przeprowadzony
w ten sposéb, Ze uczeri po jego zakoficzeniu mysli: ,,tak jest rzeczywicie, to zostalo
logicznie udowodnione”, ale nadal twierdzenie pozostaje diafi nieoczywiste, cho
prawdziwe w sensie formalnym. ,,Widzg, ale nie wierze”’ — Cantora — to wia$nie
taka sytuacja. Dow6d moze byé réwniez przeprowadzony tak, Ze uczert po jego za-
koficzeniu mysli: ,,to musi byé tak, to jest oczywiste” i rozumie juz twierdzenie inaczej.
Twierdzenie o sumie katéw tréjkata nie jest oczywiste, staje si¢ natomiast nie tylko
formalnie prawdziwe na gruncie geometrii, ale takze oczywiste w §wietle klasycznego
dowodu Euklidesa. Rézne walory z tego punktu widzenia majg rézne dowody
twierdzenia Pitagorasa. Jedne (oparte np. na rozktadach) czynig je dla ucznia wizual-
nie oczywistym, inne (np. oparte na rachunku wektorowym) ukazuja istotny sens
algebraiczny tego twierdzenia, ale nie czynia go (na poziomie doéwiadczen ucznia-
-niematematyka) oczywistym. Wyb6r dowodu powinien byé wigc — migdzy innymi —
podyktowany §wiadomym zamierzeniem dydaktycznym: badZ dazeniem do pod-
kreflenia jego miejsca w formalnej strukturze, badz do ukazania jego intuicyjnego
sensu.

Idealem bylyby dowody spelniajace jeden i drugi warunek. Czasem warto
podaé rézne dowody tego samego twierdzenia, uzupehiajace si¢ z tego punktu
widzenia; np. zapoznanie ucznia z réznymi dowodami twierdzenia Pitagorasa oraz
metodologiczne oméwienie tych dowodéw poglebia zaréwno formalne jak i intuicyjne
rozumienie tego twierdzenia.

6.2.8. Zilustrujemy jeszcze postgpowanie, ktére nazwaliémy ,,legalizacjg intuicji”
na przykladzie dydaktycznego opracowania twierdzenia o indukcji matematycznej.
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»Zasada indukcji” jest to aksjomat lub twierdzenie (w zaleznosci od przyjetej
aksjomatyki) odnoszace si¢ do zbioru liczb catkowitych nieujemnych; mozemy ja
wypowiedzie¢ w réinych wersjach. Oznaczajac przez N, zbiér liczb catkowitych
nieujemnych nie mniejszych od p, przez Z zbiér, przez $(x) warunek zdaniowy,
zapiszemy ,,zasad¢ indukcji” w jednej postaci

a) [peZi Ncen,x€Z=>(x+1)eZ}=>N,cZ
lub

b) [P(P) | Acan.@(x)=> P(x+1)] = Asan. P(x).

Jak wiemy, twierdzenie to jest na gruncie aksjomatyki Peano réwnowazne
twierdzeniu zwanemu ,,zasada minimum®: kazdy niepusty zbiér liczb calkowitych

ych ma
Opracowanie z uczniami twierdzenia o indukcji wymaga wlasciwego rozwiazania
dwdch nietatwych zagadnieri dydaktycznych:

1° Takiego przedstawienia treéci tego twierdzenia, aby uczniowie zrozumieli
jego strukture logiczng i ujgli je jasno intuicyjnie.

2° Nauczenie ucznidw poprawnego stosowania tego twierdzenia w réznych
dziatach matematyki.

Zrozumienie trefci twierdzenia o indukcji jest dla uczniédw trudne przede wszyst-
kim ze wzgledu na logiczna strukturg tego twierdzenia. ZaloZenie tego twierdzenia
jest bowiem koniunkcja, ktérej jeden czton ma postaé zdania (p, Z, @ ustalone)
peZ lub ®(p), drugi ma postaé zdania rozpoczynajacego si¢ od duzego kwantyfi-
katora, pod ktérym wystgpuje implikacja:

Nsan,¥€Z=(x+1)€Z lub

W tym skomplikowanym zatozeniu tkwi gléwna trudno$¢, ktéra trzeba pokonaé
przez umiejetne ujecie dydaktyczne. Postgpowanie, ktdre opiszg, wielokrotnie wypré-
bowane w praktyce szkolnej, moze by¢ przykladem takiego ujecia.

Dla ulatwienia zrozumienia roli dwdch cztonéw koniunkcji wystgpujacych
w zalozeniu nadajemy im sugestywne, obrazowe nazwy: ,,zachodzi fakt poczatkowy”
na @(p) i ,,zachodzi prawo przekazywania” na A, .y, @ (x) = ®(x+1).

Wyjdziemy od fikcyjnego obrazowego przyktadu. WyobrazZny sobie nieskoficzo-
ny ciag To, Ty, T3, T3, ... stacji telekomunikacyjnych skonstruowanych tak, ze
spetione jest w nich prawo przekazywania, co znaczy w tym przypadku, ze jezeli
jaka$ stacja nada sygnal, to stacja bezpo$rednio po niej nastgpujaca automatycznie
juz musi powtarzaé ten sygnal.

Niechaj W(x) znaczy, %e stacja o numerze x nadata sygnal. Jak zapiszemy
symboliczniec prawo przekazywania?

Asano W(x)= W(x+1).
Czy z wiadomosci, Ze stacje zostaly skonstruowane zgodnie z ,,prawem przekazy-
wania” moZna wnosié juz, ze w ogéle ktdrakolwiek ze stacji nadata cho¢ raz jakis$
sygnal? Oczywiscie nie. Stacje moga milczeé, cho¢ sa gotowe do nadawania sygna-
16w. A jezeli wiadomo, Ze ,,zaszedt fakt W(0)" (co znaczy, 2e stacja T, nadata sygnat),
co mozna stad wnosié? Mozemy by¢ pewni, Zze kazda ze stacji nadata ten sygnat.

Y
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Dlaczego? Bo dziala ,,prawo przekazywania”. Zapiszemy nasz wniosek symbo-
licznie A\, on, W(x).

Analizujemy przeprowadzone rozumowanie. Jakie byly przestanki, na ktérych
oparliémy wnioski? Pierwsza dotyczyla konstrukcji ciagu stacji, tj. ,,prawa prze-
kazywania”, druga wyrazata wiadomo$¢ dotyczaca ,,zajécia faktu poczatkowego™:

1) /\xlNoW(x) => W(X+1),
2) W(0).

Jak sformulowaliémy wniosek?
/\x sNo w (x) .

Kazda z przeslanek odegrala w naszym rozumowaniu istotna, ale inng role.
‘Gdyby§my mieli tylko wiadomo$€ 2) i nie wiedzieli, 2e stacje dziataja zgodnie z ,,pra-
wem przekazywania”, to nie mogliby§my wysnu¢ oczywifcie naszego wniosku.
Z samego faktu W(0) wcale on nie wynika. Gdyby$émy mieli tylko wiadomo$é 1),
réwniez nie moglibyémy wysnué naszego wniosku. Wszystkie stacje gotowe sa do
przekazywania sygnatu, ale do stwierdzenia, e wszystkie stacje nadaja sygnal,
jest nam konieczna informacja, 2e pierwsza go nadata.

Przyjrzyjmy si¢ zapisowi naszego twierdzenia; W(x) oznacza tu, 2e liczba catko-
wita nieujemna x spelnia pewien warunek (w naszym przykladzie ,,stacja o numerze
x nadata sygnal”). Nie méwmy juz o stacjach, my§lmy o liczbach i pewnym warunku.
Czytamy: Jezeli 1) warunek Wipodlega prawu przekazywania w zbiorze liczb catko-
witych nieujemnych i 2) liczba 0 spelnia ten warunek, to warunek W jest speliony
przez kazda liczbe catkowita nieujemna.

Wypowiedziane zdanie wyraza pewna wlasno§€ zbioru liczb catkowitych nie-
ujemnych. Czy wydaje si¢ ono wam intuicyjnie prawdziwe? Tak, bo wedlug prawa
przekazywania powinno byé

W(0)= W(1) : poniewaz jest W(0), wigc musi by W(l),

W(l)=> W(2) : poniewaz jest W(l), wigc musi by W(2),

W(2)=> W(3) : poniewaz jest W(2), wigc musi by¢ W(3) itd.

‘Wprowadzamy nazwe dla tej podstawowej wlasnoéci zbioru liczb catkowitych -
nieujemnych: ,,zasada indukcji zupelnej”. Uogdlnienie tak sformulowanej zasady
indukcji przez zastapienie zbioru N, przez zbiér N,, dogodne w zastosowaniach,
nie przedstawia juz trudnosci.

Oczywiécie nie trzeba sig tudzié, ze uczniowie po takim opracowaniu zrozumieli
juz zasadg indukcji. Rozumienie jest procesem, zmienia si¢, modyfikuje i poglebia.
Takie poglebienie zasady indukcji osiagamy przcz bardzo wnikliwe opracowanie
z uczniami sposobu stosowania tego twierdzenia. Trzeba tu bardzo cierpliwie i syste-
matycznie przyzwyczajaé uczniéw do tego, aby korzystali w rozumowaniach z zasady
indukcji zupehej tak, jak korzystaja z kazdego innego twierdzenia: dopiero po
sprawdzeniu, e spehione sg zalozenia, mozna ,,oderwac tez¢”, co jest tu tym bardziej
wazne, 2e samo twierdzenie ma skomplikowang strukture logiczna. Istotny moment
dydaktyczny — sformalizowanie intuicji rekurencji .— to wiaéciwe przejécie do
formalizmu, ktére realizuje si¢ przez ,,symboliczny opis” intuicyjnego ujecia.
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Pierwsze przyklady nie powinny by¢ zbyt proste i banalne. Nalezy raczej zaczaé
od dowodu jakiego$ interesujgcego dla uczniéw, bo praktycznie upraszczajacego
rachunki wzoru, np. wzoru na sum¢ kwadratéw n kolejnych liczb naturalnych.
Proponujemy dowéd wzoru:

2 xG+1)(2x+1)

Nsam, 12422+ . +x ¢

Wz6r ma postaé tezy wystgpujacej w ,,zasadzie indukcji”; zastosujemy to
twierdzenie. W tym celu sprawdzimy, czy s3 spelnione jego zalozenia. Przed przy-
stapieniem do takiego sprawdzenia w dyskusji z uczniami precyzujemy wszystkie
potrzebne do tego elementy.

Oznaczamy krétko sume 12422+ ... +x? przez s,.

Jaki mamy tu warunek?

o
Jakg posta¢ ma prawo przekazywania?
x(x+1)(2x+1) (x+1)(x+2) (2x+3)
/\xuN. vx — —6— = Sx+1 - = -

Nazwijmy to krétko prawem P.
Co znaczy tu ,,zajécie faktu poczatkowego™?

1-2-3
s(1), a wigc 1’=—6—. Oznaczmy krétko przez F tg réwnoét.

Badamy, czy zachodzi prawo ,,przekazywania”. Dla uproszczenia opuszczamy
w zapisie kwantyfikator Ay, , ale pamigtamy o nim w toku rozumowania (ciagle
mamy przed oczyma zapisane prawo przekazywania P). Wykonujemy tak prze-
ksztalcenie, aby otrzymaé P.
2 *X(x+1)(2x+1)

14224 L oxt=—
o

— 1) (2x
124224 ... +x‘+(x+1)_’=_’—‘£x—"'—)—(—"'l)

= 6 +(x+1)%,

P24 27 (x41) = (x+1) —

s
2x*+7x+6
P4224 . +xP4+(x+1)? =(x+1)J_’%
2)(2x+3
4284 L4+ (x+ 1) = (x+1) (%H-)

Udowodnilimy P, prawo przekazywania zachodzi.
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Sprawdzamy F:

zatem stwierdzamy ,,zajécie faktu poczatkowego”.
ZaloZenia twierdzenia o indukcji sa spelnione, dla warunku W(x) i p=1.
Zatem mozna by¢ pewnym, Ze jest prawda:

a wigc w rozwazanym przypadku:
2 x(x+D(2x+

Nseni 12+22+ . +x 6

wz6r jest prawdziwy.

Oczywifcie, w miar¢ utrwalania si¢ w my§li uczniéw rozumowania tego typu
i nabywania przez nich w tym wprawy, drobiazgowe i dokladne rozwazania poczat-
kowe beda coraz to mniej potrzebne. Nie nalezy uczniéw nudzié zbytnim formaliz-
mem. Niemniej w poczatkowym stadium taka analiza jest konieczna.

Warto byloby réwnies zastosowac tu ,,metodg kontrastowania” dla uwypuklenia
roli przestanek twierdzenia o indukcji, ktére zilustrowano poprzednio intuicyjnie
na przykladzie fikcyjnego modelu ciagu stacji telekomunikacyjnych. Proponujemy
uczniom dowdd wzoru:

1 2n+1
n(n+1) n+1

1+l+ +
1-2° 2.3 7

i sugerujemy rozpoczgcie sprawdzenia od ,,prawa przekazywania”, a wiec od twier-
dzenia: Dla kazdej liczby naturainej n
1 2n+1 1 1 1 2n+3

1
BT ee ) T aet 1272 aEn e T ne2

—
-

Uczniowie rozumuja:

1 P 1 __2n+1
1-2723° 7 Tn(+1) n+l’

+ 1 + 1 _ 2n+1 + 1
1-2°2:37 7 Tam+l) (41 (1+2) n+l i+ D) (n+2)°

1 1 1 S | 2n+3

—_——t e iedni tatce-
i3 6-2_3+ +n(n+1)+(n+1) n+2) " iz (po odpowiednich przeksztalce
niach). Nasze ,stacje” majg potrzebna strukturg. Prawo przekazywania zachodzi.
Przystgpujemy do sprawdzenia ,,zajécia faktu poczatkowego™.
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1 1 2:1+1 3
1272 1+1 2
1 3
272

Prawo przekazywania zachodzi, ale dla n—1 wzér jest falszywy. Jest w nim
jaka$ pomylka; moze np. dopiero poczawszy od jakiej$ innej liczby p wzér bedzie
prawdziwy?

Nauczyciel sugeruje nastgpujace rozumowanie:

Lt - 1)+1 1),
12723 7 T pprl) 2/ \2 3

1 p
\p p+1)  p1 ptr’
2p+1
Ale 2 N Dj———- dla kazdej liczby naturalnej p.
p+1° p+1

Podany wzér nie jest spetiony przez Zadna liczb¢ naturalng, choé ,,prawo
przekazywania” dla tego wzoru zostalo udowodnione.

Przykiad ten moze by¢ wykorzystany do uwypuklenia hipotetyczno-dedukeyj-
nego, formalnego sensu twierdzenia matematycznego: zatoZenie jak i teza ,prawa
przekazywania” sa tu zawsze (dla kazdej naturalnej liczby) falszywe. ,,Prawo™
jest niemniej prawdziwe.

Powracamy jeszcze raz do naszego modelu stacji telekomunikacyjnych. Nawet
gdyby bylo wiadomo, ze W(x) dla kazdego x jest falszywe (sygnatu nie nadaje 2adna
stacja), to N... W(x)= W(x+1), tj. ,,prawo przekazywania”, pozostaje prawdzi-
wel),

Na zakonczenie naszych rozwazai na temat ,legalizacji intuicji rekurencji”
warto porédwnaé z tego punktu widzenia ,,zasad¢ indukcji” z ,,zasadg minimum”,
a to ze wzglegdu na mozliwe trudnosci:

1° w rozumieniu przez uczniéw treici i struktury twierdzenia,

2° w stosowaniu tego twierdzenia w rozumowaniach.

1) 'I l ’, . 1 . e . ni .
Wzbdr 1_~z+ﬁ+ . +n(n—+l) ==-m _otrzymnllémy — Wy Yy 8i¢ nie g
zasady indukcji.
Oczywiscie jest to tylko pozorne ominigcie tej zasady. R nie z ,,uzyciem kropek™ jest b
rozumowaniem tylko intuicyjnym; rozumujgc $cisle nalezaloby uzyé symbolu

L § "1 1 \ L0 SRS | LTS ) B L L | 1 1 n
I—— =i P - T lmiwrc—m e =,
UG VTRV NS o VAT BT o BTN AP S A BT AT E o n+1 n+l

W toku tego rachunku stosowali$my pewne operacje na symbolu X. Symbol ten definiuje si¢ re-
kurencyjnie :

1 n =1
I O(i)=D(1) oraz dla n>1 L Q)= I O@)+D(n),
i in 1

za$ poprawnofci wykonywanych operacji dowodzi si¢ wlanie na podstawie ,,zasady indukgji™.
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Jezeli chodzi o zagadnienie pierwsze, ,,zasada indukcji”” wiaze si¢ niewatpliwie
z duzo wigkszymi trudno§ciami niz ,,zasada minimum”, ktérej sformutowanie jest
o wiele prostsze.

Twierdzenie o indukcji ma podklad intuicyjny, ale przejécie od tego intuicyj-
nego Zrédla do poprawnej wypowiedzi twierdzenia wymaga glebszego opracowania
dydaktycznego. Twierdzenie: ,kazdy niepusty zbidr liczb catkowitych nieujemnych
ma minimum” jest dla ucznidw zupehie oczywiste, za§ samo zdanie — o wiele
dia nich formalnie prostsze (jest to zreszta uproszczenie formalnie pozorne). Czy
ktéra$ z tych zasad powoduje wigksze trudnosci w zastosowaniach?

Przyjrzyjmy si¢ np. dla poréwnania, jak przebiegatoby rozumowanie w przy- .
padku rozwazanego juz poprzednio wzoru na sume kwadratéw, gdybysmy je chcieli

I . 1-2-3
oprzet na ,zasadzie minimum”. Rozumujemy np. tak: 11=—6— zatem wzor

dla n=1 jest prawdziwy. Przypuéémy, Ze sa takie liczby naturalne, dla ktéryci ten
wzOr nie jest prawdziwy. Zbidr wszystkich takich liczb ma minimum. To minimum
jest liczba wigksza od 1, mozemy wiec je oznaczyé p+1, gdzie p jest liczba naturalna.

+1)(p+2)(2p+3
1424 .. +(p+1)’¢(iw)(’;63£~"—)
p(p+1)(2p+1)
6
Jednakze
424 o +(p+1) = 15422+ ... +p2+(p+1)% =

_pl+)) (2p+1)_|_(p_l_1)z _+D) (p+2)(2p+3)

co jest sprzeczne z naszym przypuszczeniem. Zatem dany wzdr jest prawdziwy dla
kazdej liczby naturalnej.

Zauwazmy, Ze W istocie rzeczy réinica miedzy przedstawionym poprzednio
tokiem rozumowania z zastosowaniem ,,zasady indukcji” i tokiem rozumowania
opartego na ,,zasadzie minimum” polega tylko na tym, Ze pierwszy dowdd byt
»dowodem wprost”, drugi — ,,dowodem nie wprost”. Wykonywane przeksztalcenia
sa takie same.

Nasuwa si¢ zagadnienie dydaktyczne: ktéra z dwéch ,,zasad” nalezaloby
wprowadzié do nauczania. Wydaje si¢, 2e mniej trudno$ci mieliby uczniowie do
pokonania przy ,,zasadzie minimum”. Trzeba byloby jednak te hipoteze sprawdzi¢
eksperymentalnie. Ale nawet gdyby ta hipoteza okazala si¢ stuszna, nalezatoby
rozwazyé, czy z punktu widzenia rozwoju matematycznej myéli ucznia, pokonanie
trudno$ci zwiazanych z logiczng struktura ,,zasady indukcji” nie byloby wilasnie
bardzo ksztalcace. Zagadnienie jest otwarte i warte badania. Opracowanie twier-
dzenia o indukgji jest typowym problemem dydaktycznym zharmonizowania intuicji
i formalnych aspektéw w nauczaniu.
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