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Na marginesie artykulu B. L. van der Waerdena
»Klasyczna 1 nowoczesna aksjomatyka”

1. B. L. van der Waerden charakteryzujac klasyczng koncepcje
dedukcyjnej geometrii podkreslit szezegblnie jej dydaktyczng motywa-
cje. Poniewaz ta sama koneepcja byla i jest krytykowana wlaénie ze
wzgledéw dydaktycznych, sadze, ze moze warto i to inne stanowisko
wyjadnie i umotywowad.

Klasyczne ujecie geometrii dedukeyjnej jako przedmiotu nauczania
prowadzito do licznych nieporozumiest pedagogicznych i metodologicznych,
co znajdowalo swéj wyraz w uporczywym poszukiwanin przez metodykdow
sposobéw przekonania ucznia o ,potrze-
bie dowodzenia” w geometrii. Miejsce,
jakie przyznawato sie temu zagadnieniu
w réznych opracowaniach metodyez-
nych, i waga, jaka sig jemu przypisy- 5
walo, §wiadezg o jakim§ glebokim nie- Rys. 1
porozumienin zmieniajgcym to, co jeat
naturalne dln matematyka, w sztuczng dla ucznia i nienzasadniong me-
tode. Jeszeze wyrazniej wysbtgpuje to nieporozumienie, gdy glebiej wnik-
niemy w ,recepty” dydaktyczne, majgce mna celu przekonanie ueznia
o ,potrzebis dowodzenia’. Wymienie tu tylko kilka dla przykladu. Wy-
r67nié¢ mozemy wirdd nich trzy podstawowe grupy.

Recepty pierwszsgo rodzaju. niezaleinie od zatozen filozoficznych
ich autordéw — co nam mowi wiele — zalecajg zachwianie zaunfania uneznia
do dos$windezenia 1 obserwacji w geometrii i state podkredlanie ,,wyz-
szodei rToznmowania nad dodwiadozeniem”. Ta argumentacja jest
oczywifcie tylko wybiegiemn dydaktycznym. Naleza tu na przyklad
nastepunjaee zalecenia:

1. FPozozad uezviowl mozliwodé ziudzer optyeznyel, Tozed obser-
ie rysun:zk 1 i stwicrdza: odcinek 4B jest wigkszy od odeinka BL.
Nastepnie mierzy te odeinki i stwierdza, ze ich diugodei sa réwne. Autorzy

ed’ konklndnjg: oto-sgposth praekonania wezain o wys-
io nad oh3erwacia. Ja5h {0 cezvwidnls aunemis falyzvwy
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wybieg. Uczend prawidlowo myg$lacy powinien stad jedynie wysnué wniosek:
nie mozna ufaé tylko obserwacji wizualnej rysunku, trzeba jg kontrolo-
waé innymi sposobami, na przyklad pomiarem. Jakiz zwigzek ma ta sy-
tuacja z dowodzeniem?

2. Inny przyklad uporczywie powtarzajacy sie w zaleceniach dy-
daktycznych — to skonfrontowanie wueznia z tzw. pozornymi sofizma-
tami. Rysuje sig tréjkat 4 BC nier6wnoramienny, symetralng AB i dwu-
sieczng kata ACB tak, ze na naszkicowanej figurze te proste przecinaja
sig wewngtrz tréjkata. Stad latwo juz wysnuwa sie wniosek, ze tréjkat
ABC wbrew zalozenin musi byé réwnoramienny, a wige, ze kazdy troéj-
kat jest rOwnoramienny. Konkluduje sig: rysunek wprowadzit nag w blad,
bowiem wskazane proste ,,w rzeczywisto§ci matematycznej” nie prze-
cinaja sig wewnatrz tréjkata nieréwnoramiennego. Nie mozna ufad obser-
wacji rysunku. Nalezy rozumowadé. To wyjadnienie jest oczywistym nonsen-
sem. Rozsgdny i my§lacy unezed moze odpowiedzieé: dlaczego rysowalis-
my niedokiadnie? Wiaénie, gdybym rysunek wykonal dokladnie, nie.
wprowadzitby on mnie w blad. Stad tylko jeden wniosek: rozwigzujac
zadania geometryczne trzeba wykonywad rysunki starannie. Ale co to
ma wspblnego z problemem dowodzenia?

3. Inne zalecenia pierwszej  grupy podkredlaja ,,stabosé doswiadcze-
nia’’: nie mozna twierdzenia sprawdzié¢ ,,na wszystkich mozliwych fi-
gurach”, mierzenie prowadzi tylko do rezultatéw przyblizonych, kon-
strukeje graficzne 3a zawsze opatrzone pewnym bigdem, itp. Oto nowy
falszywy wybieg! Przeciez, gdyby metoda empiryeczna wymagala spraw-
dzania hipotezy we wszystkich mozliwych przypadkach, gdyby nie mozna
bylo dokonywaé uogblnieri na podstawie przyblizonych pomiardw, nauki
empiryczne w ogdle nie rozwijatyby sie. Jest to wybieg nie tylko falszywy,
ale i szkodliwy, poniewaz podwaza zaufanie ucznia do metod empirycz-
nych, co jest chyba nonsensem. Jest to takze tylko niezrgczny wybieg,
poniewaz nie wyjasnia istoty rzeczy, ze przedmiotem matematyki jest
abstrakeyjny schemat, ktéry ze wzgledu na sw®j charakter nie moze
byé badany empirycznie.

Recepty drugiej grupy juz wyraZnie wskazuja na ten przedmiot.
Méwi sig tu o ,,figurach narysowanych’ przeciwstawiajac je ,.figurom
pomy§lanym’ i o ,konstrukecjach Xkonkretnych’” przeciwstawiajac je
,konstrukcjom pomyélanym’’. Przedmiotem geometrii sa ,,figury pomys-
lane” i ,konstrukeje pomys§lane’”, ktére nie moga byé badane metoda
dndwiadezalna. Trzeba rozumowad, a nie mierzyé na przykiad, bo |, fignry
pomysflanej” nie moznp wymierzyé przyrzadami tak, jak ,.figure wy-.
kredlong”. Przy te] argumentacji uczehd zaczyna rozumieé potrzebe wery-
tikacii ,,przez Ioznmowmms” ~Ale trudnoedei nie sa tu usunigbe. ,,Spraw-
vlzlc’ rzekonad gie’, to znaczy sprowadzié to, co nie jest intuicyjnis
VL --~*;:-‘,-:~ 10 BEgn, cc-1e~’r oezywizte, Dinczegn akurab do tvch ,,pewnikdw",
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ktére wyréznionc na wstepie geometrii, gdy inne twierdzenia s3 réwnie
oczywiste, jak te pewniki? .

Te watpliwodel ucznia staraja sie usungé zalecenin trzeeiej grupy,
podkredlajace wzglednosé oczywistosel. Nauczyciel jest z poczatku prze-
ciwnikiem ,,nie wierzgeym’ w o, co dla neznia jest oczywiste. Z czasem
uczniowie wlaczaja sie czynnie w ten spér intelektualny. Niektérzy z nich
zaczynaja braé w nim udzial z wielkim zainteresowaniem i sami staja
sig z kolei ,niedowiarkami” wobec swych kolegéw, ,,szukajacymi dziury
na catym’. Powoli i ten, kto atakuje, i ten, kto sie broni, sam zaczyna
byé dla siebie przeciwnikiem. Dyskusja z innymi interioryzuje sie w dys-
kusje wewngtrzna, uczel rozumuje, przyzwyczaja 8ig do mebody. Ale
nie nalezy wlegad zhudzeniom. To przyzwyczajenie n wielu ucznidéw nie jest
jeszcze rozumieniem metody dedukeyjnej. Nasze badania przekonuja nas
0 tym w sposéb uderzajacy. Uezen dowodzi twierdzeri, ale na pytanie, dla-
czego tak robi, dlaczego stara sig dane twierdzenie weryfikowad na pod-
stawie poprzednio przyjetych lub udowodnionych — odpowiada ,,bo tegu
wymaga program szkolny”’. Uczed ma dwa kryteria ,,prawdy’”’ w geometrii,
swoje wilasne, naturalne, oraz narzucone ,,przez program szkolny’'.

Sgdze, Ze wlasnie klasyczna koncepcja metody dedukeyjnej jest
powodem tych wszystkich nieporozurnieri. Van der Waserden sgdzi, ze
jej zaleta jest to, ze wymienia sig na wytepie tylko niektére ,,pewniki”,
inne przyjmuje sie milezaco. Odwolunje sig przy tym do Hlementéw Bukli-
desa. Nie sadze, aby Buklides pomijat przeslanki dotyczace na przyklad
porzgdku i ciaglosci celowo, bardzo starannie ujawniajac inne, réwnie
»oczywiste”. Mydle, Ze po prostu nie.zauwazyl luk w ywych rozumowa-
niach, przeciez — pomijajac te luki — bardzo precyzyjnych. Jak mozna
wyjadnié uczniowi sens ,,pojecia podstawowego’ i gens ,,pewnika’, jezeli
sa ,,pojecia podstawowe oficjalne” i ,,pojecia podstawowe zakonspiro-
wane” oraz ,pewniki oficjalne” i ,,pewniki zakonspirowane”? Prowadlzi
to do jakiej§ metafizycznej $wietodci niektérych ,,pewnikéw”’, do ich
hierarchii udwigconej tradycja.

2. Analiza roinych tradycyjnych podrecznikéw geometrii pozwala
nam na wyréznienie pewnych typéw wyjasdnied dotyezacych ,,pojecia
pierwotnego” i ,,pewnika’ (aksjomatu), podawanych uczniom. Cytuje
ponizej takie wladnis typowe wyjasnienia.

1. Oceywistosé o priord.

{n) Pojecia pierwotne — to pojzein calliowicie jasne. ktérych nis
mozemy szdefiniowad, aksjoreaty — to twierdzenia oezywiste, kbdryeh
nie mozemy udrwednid.

{b) Pojecics pierwotne — to pojecia tak proste, ze nie wymagajy

sadne] deifinicii. akzjomaty — to wvwierdeenia tok oezywiste. Ze nie wy-
magaja zolinegs duwodn.

et i
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I1. Oczywistodé oparta ma doSwiadczeni,

Pojecin pierwotne — to pojecia odbijajace pewne przedmioty ist-
niejace w przestrzeni fizycznej. aksjomaty — to twierdzenia bardzo
proste, oparte na obserwacjach, tak czesto powtarzanych, ze wryly sig
w umy$le silniej niz inne.

111, Metoda 1 porzadek logicemy. Nie mozna wyjasnié sensu jakiegos
pojecia bez odwolania sig do innyeh pojeé. Nie mozna udowodnié zadnego
twierdzenia bez odwolania sig¢ do innych twierdzend. Azeby uniknad ,,re-
gressum ad infinitum” albo blednego kola, trzeba przyjaé pewne pojgcia
bez definicji, jako podstawowe, oraz pewne twierdzenia bez dowodu,
jako aksjomaty. Jako zasady wyborn wskazuje sie najezedcie]: szczegélng
oczywistodé, rzadziej — szczegblng prostote i dogodno§é w rozwijaniu
teorii, czasem wraca sig do konecepeji szezegblnej, aprioryezne] prostoty
i jasnodei,

W niektérych nowszych, chod ciagle jeszcze tradyeyjnych, pod-
recznikach pojawiajg sie uwagi i wyjadnienia typu:

IV. Definicjo wwiklona.

(2} Aksjomaty — to twierdzenia przyjete bez dowodu, wyrazajace
charakterystyczne wlasnodei pojeé podstawowych, o ktéryeh nic innege
nie wiemy.

(b) Aksjomaty — najwazniejsze informacje, bez ktdérych nie bylo-
by mozliwe poslugiwanie sig¢ pojeciami pierwotnymi.

Powyzsze wyjasnienia odzwierciedlaja niewatpliwie rbzne etapy
rozwojn - pojecia metody aksjomatycznej. W interpretacji I odbija sie
idealistyczna koncepeja Prokloga, w interpretacji II realistyczna kon-
cepcia Pagcha. Wedlug doktryny Proklosa, aksjomaty i postulaty Eukli-
desa sa bardzie] jasne niz twierdzenia z nich dedukowane pozbawione
tej jasnodel i ,,bezpodredniego wgladu”. Dwa tysiace lat po rozwazaniach
Proklcsa, B, Pasch tak charakteryzuje pojecia pierwotne: ,,Pojeé pier-
wotnych nie bedziemy definiowaé, zadne wyjadnienie nie moze zastapié
tego drodka zrozumienia tych pojed prostych i niesprowadzalnyeh do in-
nyck pojeé, jakim jest wskazanie na odpowiednie przedmioty material-
ne' -, O aksjomatach méwi Pasch: ,,Podstawowe twierdzenia opierajn
sig na obserwacjach, ktére powtarzane bezustannie giebiej sie utrwality
niz inne obserwacje’” (). O pewnodei matematycznej: ,,Doskenatodé
dowoddw, przez ktére twierdzenia sa sprowadzane do twierdzed podsta-
wowveh, wraz z oczywittodein twierdzed podstawowyeh, kidra powinna

i-) M. Pasch, M. Dekn. Terlesungen tiber newers freomeirie, Springsr, Berlin
1923, g, 13,
Xy e ocdn 3w, 16,
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byé zagwarantowana prostymi do§wiadezeniami, nadaje matematyce
charakter najwyzszej niezawodnoSei, ktéra jej sie przyznaje” (3).

Te dwie koncepeje odbijaty sie i odbijaja jeszeze w podrecznikach
szkolnych. Zaréwno jednak ,idealistyczna oczywisto$d” Proklosa, jak
i ,realistrezna oczywistodd’’ Pascha, jako podstawa nauczania geometrii
dedukeyjnej prowadzg do giebokich nieporozumied pojeciowych uneznidw
i nie wyjadniajg rygoréw dedukeji. Dla ucznia wiekszo§é dowodzonych
twierdzeri geometrycznych nie jest mmniej oczywista niz ,pewniki” (jak
nasze badania wykazuja niektére ,twierdzenia” sg dla ucznidw bardziej
oczywists niz ,,pewniki’’). ,,Pewniki” nie sg dla weznia bardziej potwier-
dzone przez dofwiadczenie niz wiele innych twierdzed. W tej sytuacji
wyjasnienie metody aksjomatycznej oparte na ,,oczywistofci’” — obo-
jetne ezy w interpretacji idealistycznej, czy realistycznej — nie moze
byé dia weznia wystarczajace. Jest to zreszty wyjasnienie réwniez nie-
zadowalajace z punktu widzenia nauki. Naiwna jeszcze i uproszezona,
ale bardziej nowoczesna interpretacja aksjomatyki jako ,,definicyjnego
opisn” pewne] struktury abstrahowanej z rzeczywistodci, sprzyja bar-
dziej uksztaltowanin wiagciwego stosunku doswiadcezenia i abstrakeji
matematycznej w umy$le ueznia. Jest rzeczg jasny, ze wychodzié musimy
od obserwacji i dofwiadczen przestrzennych ucznia. W szkole podsta-
wowej na te] bazie rozwija sie geometrie jeszcze na wpdt pogladowo.
Przez sehematyzacje 1 ekstrapolacje tych obserwacji i dodwiadezen ksztal-
tujemy w my§li ueznia juz abstrakeyjne pojecia geometryczne. W aksjo-
matach geometrii w szkole &redniej konstruujemy juz i opisujemy na
tej podstawie pewna strukture, ktéra staje sig przedmiotem nauczania.
Liczne dodwiadezenin wyraZnie przekonuja nas, ze uczniowie dobrze
rozumiejy ten definivjacy charakter akijomatyki wiasnie wtedy, gdy
zagadnienie jest jasno 1 bez niedomoéwienl postawione. Na przykiad dwia-
domy i aktywny udzial uezridw naszych klag eksperymentalnych w kon-
struownniu aksjomatyki przestrzeni tréjwymiarowej dwiadezy o tym
w sposot nawet zaskakujaey (jeden z ueznibéw zauwaza na przyklad:
,,be aksjomaty jeszcze nie wystarczaja, plaszezyzna moze byé jeszeze
cigele «krzywa»”; ma na mysli wyidealizowany przez schematyzacje
i eksiropolacje konkretnych dodwiadezen pewien wyubrazony model,
ktéry chee opisaé formuiuige wiasnodel podstawowe). Po zakodezenin
tak wis-nie organizowansgo procesu aksjomatyzacji uczen wie, ze ma
badad % 1 tylko to, co zostalo w aksjomatach ,,opisane’, s wiee ze nie
powinien odwolywad sie do iznyeh nie wyrazonych w aksjomatach wlas-
nodei. Rszumowanin towarzysza oczywifcie obrazy, konkrefyzuje sie
je na vveunkach i modelach przestrzennych, dofwiadczenin i obserwacje
sugernyy pewne hipotezy, ale ostatecznie §windomie badamy tylke te
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gtrukture, ktérg postanowiliSmy badaé, formulunjac jej definicje aksjo-
matyezng ().

Nie chcac zbyt wiele miejsca zajad mym glosem w dyskusji, nie be-
de juz dokladniej omawiad réznicy miedzy tym ujgeiem i cytowanymi
wyzej wyjasnieniami ITT i IV. Podkrele tylko, Ze nie 0 porzadek logicz-
ny a posteriori nam chodzi i nie o definicje implicite. W tej ostatniej
koncepecji méwi sie o ,,przedmiotach’, o ktérych nic wigcej nie wiemy
poza tym, o czym moéwiag aksjomaty. Uczer sie na to nie zgodzi, ponie-
waz rozwiazujac swoje zadanie geometryezne rysuje i konstrunje modele,
postuguje si¢ wyobrainia, w ktérej ,,widzi”’ rézne utwory i ich stosunki.
W aksjomatach wyraza tylko cze$é tej pogladowe]j wiedzy, opisuje tylko
jedna z wielu mozliwych do opisania struktur przestrzeni i nia ma sig
zgodnie z postawionym mu zadaniem zajmowaé. Nie jest to zatem tylko
formalna definicja a priori, jak na przyklad definicja przestrzeni nie-
archimedesowskiej, powstala przez odrzucenie z aksjomatyki Hilberta
jednego z aksjomatéw ciaglo§ci. Natomiast jest to ujecie, stanowiace
pomost migdzy klasyeznym i nowoczesnym rozumieniem metody aksjo-
matycznej: z jednej strony geneza aksjomatyki w sensie klasycznego
realizmu, z drugiej jej rozumienie jalko definicji pewnej struktury w sen-
sie nowoezesnym. Jest to definicja explicite pewnej struktury — a nie
implicite pewnych obiektéw.

Zalecana przez van der Waerdena koncepeja geometrii jest w istocie
rzeczy realizowana — i slusznie — w naszej szkole podstawowej. Jest
to organizacja oparta na lokalnej dedulkcji, na wyraznym formulowaniu
pewnych twierdzed podstawowych i przemycaniu milezacym innych,
na dowodzeniu tylko niektérych twierdzen. W szkole sredniej mamy
wiec dwie drogi do wyboru: albo poprzestaé na wiedzy geometrycznej
zdobytej przez ucznia w szkole podstawowe] (zasdb wiadomodei 1 spraw-
no$ci okreslony programem tej szkoly jest praktycznie wystarczajacy)
i do geometrii rozumianej ,,mode geometrico” juz w liceum nie wracad,
albo ujaé nauke geometrii w liceum inaczej, z uwypukleniem przede
wszystkim metody aksjomatycznej z jej trzema zasadniczymi fazami:
aksjomatyzacji (ze §wiadomym udziatem wncznia), dedulkeji, interprefacji
i zastosowania. Za wyborem jednego lub drugiego rozwigzania programo-
wego przemawiajs réwniez powazne argumenty. Jezeli wybieramy drugie,
trzeba przede wszystkim unikaé oszukiwania ncznia przez rézne falszywe
wybiegi dydaktyezne. J. Dieudonné powiedzial kiedy$, ze nie moze zrozu-
mieé, dlaczego definicja poprawnie skonstruowana ma byé dla ncznia mniej
jasna niz definicja logicznie bledna. Mydle, ze podobng uwage moze nasu-
nyé dyskusjn na temat metody aksjomatyczne] w7 nauczanin szkxoloym.

(%) Dokladrie] rozwinetam t9 mysl w artykule EBosumowanie smpirysrne, infui-
syjne 3 formoing w naseraniy matemctyes. Wiadom. Mas. 19 11947k sur. a8-01,



