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Emma CASTELNUOVO
Rzym, Wtochy

Umiejetno$¢ widzenia w matematyce
Kilka uwag dydaktycznych o intuicji i rozumowaniu dedukeyjnym

Chciaiabym podczas swego wystgplenia opowiedzieé Panstwu o kKil-
ku tematach opracowanych w klasie, o reakcjach ucznidw i refleksjach,
ktére mi sie nasuneiy.

Tematy, o ktérych bede méwic, dotyczg pojeé objetodci 1 pola
powierzchni; Panstwo zauwazycie, ze sposdéb ich potraktowania zostat
zainspirowany ideami Galileusza 1 Jego szkoly, w szczegdlnosci
B. Cavalieriego i E. Terricellego.

Przeniedmy sie do klasy; uczniowie majg po jedenasdcie, dwanas-
cie, trzynascie i wigcej lat; szkola moze sig miedecié gdziekolwiek:
we Wtoszech, w Polsce, a takze w Nigrze, gdzie miazam okazje uczyc.

Méwie: ,Mam oto ten arkusz papleru; sktadajac go wzdiuz na
cztery réwne czescl moge budowaé pojemmiki o podstawie kwadratowe].
W zaleznosci od kierunku sktadania otrzymuje dwa rézne poJjemniki :
jeden jest wyzszy i wezszy, drugl NizaZiy, leed szerszy"(rvs. 1) .Do-
daje, ze gdy tylko sg gotowe, doklejam dno - tak aby méc naprawide
wykorzystywaé je Jjako pojemniki; mozna tam wsypac mgke, ryz, Proso,
czy tez piasek, jedli sig¢ jest w Nigrze.

Pytam: ,Czy oba te pojemniki pomieszczg jednakowg i1los¢ mgki?"
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Dostrzegam zaraz, obserwujgc wyraz OCzu ucznidw, ze pytanie
wydaje im sie catkiem absurdalne; ,oczywiste jest - méwig - ze 1iloé¢é
maki bedzie taka sama, bo pojemniki wykonano z dwéch jednakowych ar-
kuszy ™,

Wtedy - bez Jjakiegokolwiek komentarza - biorg inny arkusz tej
same] dtugodci co poprzedni, tylke wezszy, 1 tworze dwa inne rowno-
legtosciany (rys.2) - nadal w taki sam sposob. ,A teraz?" - pytam.
Reakcja jest ldentyezna: uczniowie méwig: ,To pewne, Ze maja one te
samg objetosé, bo co sie traci na wysokosci, zyskuje sie na podsta-

Wwie, & wiec..."
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Powtarzam to Jeszsze raz, wychodzac tym razem od bardzo wgskie-
go paska (rys.3). Uczniowie ockazujg pewne zaklopotanie; méwig: W
tym przypadku mimo wszystko checiaoby sie powiedzied, ze objetosci
nie sa réwne".

A teraz opusémy naszg szkole, a wigc pewne specyficzne Srodo-
wisko naturalne, wejdzZmy do catkiem nowego Srodowiska. Moje ostatnie
doswiadczenia sg wyJatkowe: spedzifam kilka dni wsrod robotnikow z
kopalni rteci w sSrodkowych Wioszech. Kopalnie te zamknieto, a gérni-
¢y zostali zatrudnienli w innym charakterze: przy pracach metalurgicz-
nych, w rolnictwie itp. Aby dla kazdego z tych gdérnikdéw znaleZé
sfere dziatalnosci najbardzie] dla niego stosowna, Zeby zbadadé Jego
zainteresowania, kierownictwo kopalni zorganizowazo kursy ,oswiato-
we', a miedzy nimi réwniez kurs matematyki, Kilkakrotnie proszono

mriie o przyjscie na miejsce, aby udzielidé rad miodemu nauczycielowi

4

matematyki.
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Musze Panstwu powiedzieé, ze nigdy w moje]j karierze tauczyciel-
skiej nie doswiadczyiam takiego zaktopotania 1 onieémielenia. Pyta-
Yam sama siebie: Jjakim pytaniem, jakim tematem mogtabym zaintereso-
wadé ludzi, ktérzy spedzili powazng czeéé swego zycla pod ziemig. Wy-
dawato mi sie, ze kazdy problem powinien wydac im sig czyms zupei-
nie spoza realnej rzeczywistosci. W konrcu zdecydowatam sig rozpoczad
ed problemu réwnolegtoéciandéw. Miellismy do czynienia z okoio setka
gérnikéw, ktorych podzielono na trzy grupy. Powtérzytam wigc temat
trzy razy. A oto reakcje.

Przy pierwsze] konstrukcji réwnolegtogcianow powiedzieli: ,Wy-
daje sie, 2e oba pojemniki powinny pomiescié te samg ilosSC maki™.
Przy drugie] konstrukcjl czesé zareagowaia natychmiast: ,Widac teraz
doskonale, ze pojemniki nie mieszczg Jjednakowe] ilodci mgki. Pojem-
nik niski i szeroki miesdcil wiecej, bo wiecej wazy!". Ktod dodat:
wA skoro w tym przypadku pojemniki nie majg te] same) objetoscli, to
takze w plerwszym przypadku nie mogty JeJ miec, lecz na plerwszy
rzut oka nie byto to widoczne!l',

Wywarto to na miie silpe wrazenie. PéZnie], gdy wspominatam te
reakeje, przyszedi mi na myél piekny dialog Galileusza: Galileusz
pytal swoich wspéZrozméwedw, czy dwa walce otrzymane przez zwinlg-
cie w dwéch réznych kierunkach Jednakowego arkusza papieru majg jed-
nakowe objetodci, czy tez niej odpowiedz: ,To pewne, Ze objetosé Jest
taka sama, gdyz arkusze sg jednakowe"., A oto reakcja Galileusza: ybMa-
cie ktopoty z widzenlem tego jasno, natomiast Jud nie myli sie w te]
sytuacji; wiedniacy dobrze wiedzg, ze przy zbleraniu ziarna do wor-
kéw zrobionych z Jjednakowych kawalkéw piétna lepie] optaca sig Zwi~-
ng ¢ ptétno w kierunku ku mniejsze] drugodci, ponlewaz W tym wypadku
worek Jjest pojemniejszy".

Rozwazmy to: ,Umiejgtnosc widzenia w matematyce! blerze sig row-
niez z manipulacji konkretem, 2z do dwiadczenia, ktére prowadzg w nas-
tepstwie do idealizacjl, uogdlniania, krétko méwige - do uprawiania
matematyki.

T rzeczywidcie, powracajac do gérnikdéw zauwazamy, ze problem po-
jemnikéw gtat sig réwniesz dla nich problemem matematySzaym. Jeden z
nich bowiem powiedzia*: ,Ale Jak W pierwszym przypadku sobie wytiu-
maczyé, ze te dwie objetosci nie 83 réwne, gdyz oko nie jest w slta-

nie tepo uchwycic?". Pewien racze] prost; czlowiek powlsdziat: p,Jda
: J ] n
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to widze tak: objetosd tworzy sie w ten sposéb, ze podstawa podnosi

wzdtuz wysokosci, wiec rozlegtodé kazdej warstwy Jest wazniej-
za niz grubosé". W spostrzezeniu tym zawarta jest idea Bonawentury

valieriego: objetosé réwnolegtoscianu rozumiana Jest Jako podsta-

=

1, Kbdra ,omiata" bryle podnoszgce sie wzdiuz wysokodeci (rys.4).
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rrzechodze do innego problemu, nadal dotyczgcego objetodei i
powierzehni, Mam 8 jednakowych szesciandw i chee, wykorzystujgc
ystlklie, budowaé rdéwnolegiosciany (rys.5). Wszystkie beds miaty
'iicie - taks samg objetosé, to znaczy 8.

LT L L

Rys., 5
vytamy sig: ,Czy powlerzchnia tych réwnolegtogciandw Jest zaw-
ze Laks sama?", Aby sie lepiej zrozumied potrzebne Jest uscislenie:

wsled o powlerzchni zewnetrzne] réwnolegtodcianu. ratwoe zau-

ezyc, e nle we wszystkich przypadkach mamy te samg liczbe ,zew-

ceh kwadratow; 1 zrozumiale jest, Ze rdwnoleglodcianem o mi-

nimalnym polu Jjest szedeian, bo wiasnie szesdcian ma powierzchnie
wiajbardziej skurczong",
lrzebs zaznaczyd, ze problem ten Jjest réwaiez wazny z punktu

nid praktyki: jest to rzeczywisty problem rozwazany w fabrykach
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pudetek: jaki ksztakrt nalezy nadac réwnolegtoscianowi o dane] objg-
togci, biorgc pod uwage oszczednosé kartonu? Powinne sie pudetku na-
dadé ksztait szedcianu.

A teraz poszerzymy Ten problem. Naturalne Jest rozwazanie roz-

nych ksztartéw, ktdore moze przyjmowaé powierzchnia zwigzana 2 Dt

objetoscig. Pytamy sie: czy szescian bedzie miat ciggle wiasnosd
najmiejszego pola? W Jjakim kierunku teraz zwrdcimy nasze spojrze-
nie? Jaki materiat moze byé punktem oparcia dla naszych spostrzezen?
Jedli musimy otrzymywad rézne ksztarty, to potrzebny jest materiaz,
ktérym mozna manipulowad: na przykiad bryta gliny. Mam wiec w rekach
bryte gliny i moge jej nadawadé rézne ksztakty, tworzgc w ten sposob
rézne powierzchnie. Wéréd tych powierzchni bedzie rdwniez szescian.

I oto ten szesScian z gliny przed chwilg zaczeto dowolnie Scis-
kac, aby uzyskaé powierzchnie jeszcze bardziej skurczong. Ale w ja-
ki sposéb go Sciskac? Zrozumiae Jest, ze bryla ta musi by¢ zgniata-
na obiema rekami przy zastosowaniu sity, ktéra bedzie dziataia raz
w jednym kierunku (na przyk*ad poziomym), to znéw w kierunku do nie~-
go prostopadiym (a wiec pionowym). Nastepnie znéw trzeba bedzie roz-
poczaé od Sciskania w kierunku poziomym, pézZniej w kierunku piono-
wym i tak dalej. Modelujgc naszg bryie gliny w ten ,naturalny" spo-
séb czujemy, ze stopniowo otrzymujemy powierzchnie coraz bardzie]
regularng, a wiec ze zblizamy sie ku sferze,

Ale czy to prawda? Czy ta sfera ma - wéréd réwnych objetosci -
najmniejsze pole? Jak pokazadé w matematyczny sposéb prawdziwosé te-
go spostrzezenia, tej fizycznej intuicji?

Jest dowdd, ktéry mozna przedstawié na roznych poziomach szkol-
nych i ktéry, moim zdaniem, tiumaczy modelowanie ,od reki'. Dowdd
ten opiera sie na Zasadzie Cavalieriego: Jesli prszekroje bryt pta-
szezyznami rdwnolegiymi do danej saq rownowaine, to bryty te majaq
jednakowe objetoset.

Zasada ta, ktérej ilustracje widzimy na rys.6, Jjest od razu
oczywista, jesli mysli sie o objetosdcl jako o ilosci materiaiu:
ilosé we weszystkich przypadkach Jest - oczywiécie - taka sama.

Wychodzi sie zatem od szescianu, a pokazuje sie, Ze stopniowo,
za posrednictwem kolejnych przeksztalceri, dochodzi sie do sfery row-
nowaznej 1 o najmniejszym polu.
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Przeksztatcenia, ktérymi sie operuje, majg wszystkie nastepu-
jaecy charakter: przechodzi sig od JjedneJ do drugiej powierzchni w
ten sposéb, by ta nowa miata o8 obrotu o pewnym kierunku. Wytiuma-

cze sle zardz.

Rys. 7
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Rys. 8

Oto (rys.7) szescianj szedcian nie ma osi obrotu. Przeksztai-
cimy go na powierzchnie, ktéra ma o$ obrotu o dowolnie wybranym kie-
runku, na przyktad o kierunku »r prostopadiym do podstawy.
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Przecinamy szedcian (rys.8) ptaszczyznami prostopadiymi do

Le-
go kierunku; otrzymujemy réwne kwadraty. Zas dla kazdego kwadratu
istnieje réwnowazne ] koto o Srodku wa proste] » .

SzesScian zastgpimy walcem o tej same] wysokodcl; a walec ten
beazie ‘miakt takg samg objetosc jak szedcian - zgodnie z Zasadg Ca-
valieriego. Ta operacja daje nam wiec przejscie od powierzchni bez
osi obrotu - jak szescian - do powierzchni rdwnowazne] - walca, kto-
ra ma o obrotu. Co mozna powiedzied o polu? Zastandwmy sig: powlerz-
chnia walca Jjest bez watpienia mniejsza, poniewaz kazdy kwadrat zas-
tapiono réwnowaznym korem, ktére ma maiejszy obwéd. (Uczniowie zna-
ja te wtasnoéé koia). Opieramy sig tu na koncepeji pniepodzielnych
krzywych" Torricellego: traktuje sig powierzchnie walca jako utwo-

rzong przez ,nitki ultozone w ksztatcie kotal.

R
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Rys. 9

(1)Tj. o tym samym polu (przyp. Redakcji).
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A teraz jeszcze jeden krok naprzdd: wychodzi sie od walca 1
przeksztatca sie go na powierzchnie réwnowazng, ktéra ma o$ - niech
to bedzie s - prostopadis do dawnej osi r (rys.9).

Postepuje sie tu nastepujaco: kazdemu przekrojowi walca otrzy-
manemu przez plaszczyzny prostopadie do s przyporzgdkowuje sie réw-
nowazne kotro o &rodku na proste] s.

0téz tym razem przekroje walca nie sg rowne. Sg to prostokgty,
ktére maja jeden bok stale rowny wysokosci walca, a drugli bok - cig-
ciwa kota podstawy - zmienia sie od zera do diugosci maksymalne],
ktéra odpowiadé Srednicy koXa podstawy. Otrzymujemy powierzchnie
obrotowg wzgledem s, utworzong z kdét, z ktérych najwieksze Jest rdéw-
nowazne maksymalnemu prostokgtowi walca. Mozna napisaé rdéwnanie te]
powierzchni, uwzgledniajgc warunek, ktéry kierowazr naszg konstruk-
cjg: réwnowaznoéé kazdego kota 1 prostokgta, ktdére znajdujg sig na
Tym samym poziomie.

Obserwacja prowadzi do stwierdzenia, ze powierzchnia ma ksztait
pbardziej zaokragglony" niz rdéwnowazny walec, zas z matematycznego
punktu widzenia pole te] powierzchni Jjest mnie]jsze niZz pole powierz-
chni walca, poniewaz prostokaty zastgpiono rdéwnowaznymi kotami. Pos-
tepowanie bedziemy kontynuowad zawsze za pomocg te] samej metody:
jako nowg og bierze sie dawng prosta r prostopadig do s i konstruu-
Je sie powierzchnie réwnowazna wzgledem ostatniej; nowa powierzchnia
bedzie miata pole mniejsze niz poprzednia. I tak dalej.

Tworzymy w ten sposdéb cigg powierzchni rdéwnowaznych o coraz
mniejszych polach. Postepowanie dobiegnie konca, gdy tylko otrzyma-
my powlerzchnie majgcg Jako osie obrotu 1 », 1s ; a ta powlerzchnig
moze byé tylko sferg, poniewaz sfera jest jedyng powierzchnia, ktéra
ma dwie prostopadie osie obrotu.

I tu zatrzymujemy sie: dobieglo konca zaokrgglanie kawatka gli-
ny za pomocg matematyki...

T ja takze zatrzymuje sie, ale przed zakonczeniem chciatabym
uczynié kilka uwag natury dydaktyczne]. Chcia*abym powiedzied, ze
ten dowdd moze dostarczad intuicji uczniom juz w wieku 12-13 lat,

i w tym wieku wpiywa bardzo pobudzajgco na wyobraznie przestrzenng;
mozna go przedstawiad uczniom w wieku 16-17 lat, a uczniowie pozosta-
Ja pod wrazeniem sity metody, ktdra przypomina modelowanie materia-

tu., A bardzo ciekawe byloby zaprezentowanie go w kursie uniwersy-
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teckim, gdzie mozna byioby z JedneJ strony przedstawil subtelne ro-
zumowania na temat problemu istnienia minimum, a z drugiej strony
badaé, z punktu widzenia analitycznego i geometrycznego, rdézne po-
wierzchnie, ktére otrzymuje sie w kolejnych przeksztaiceniach.

Chodzi zatem o temat, ktdry daje rdzne mozliwosci badawcze.
Moim zdaniem nigdy, takze w przypadku kursu uniwersyteckiego, nile
nalezy rezygnowad¢ z takiego intuicyjnego charakteru, takieJ manipu-
lacji konkretem (choéby tylko w wyobrazni), ktdéra nie hanbi, a kté-
ra - przeciwnie - prowadzi w sposéb naturalny do puniejetnodcl wi-
dzenia w matematycel.

0 stusznodci tych idei upewnia mnie o', Ze przed kilkoma la-
ty do podobnego wniosku doszta A.Z. Krygowska:

- yNalezy uczynié z matematyki elementarnej narzedzie szeroko
wykorzystywane - czy to w nauce teoretycznej, czy to w dziafaniu
praktycznym",

- ,Nalezy zawsze uwydatniaé¢ w nauce matematyki aspekty ludz-
kie i uczuciowe oraz aspekty pracy tworcze], mianowlcile piekno two-
rzenia 1 emocje poszukiwanial,

Te ,postulatyh Jjak je nazywam, przyswoiifam sobie jako cos wias-

Nnego .

(z francuskiego ttumaczyia A. Deby )

The ability to see in mathematics

Some didactical remarks on intuition and deductive reasoning

Summary
The article exemplifies the dialectic of intuitive Insight into
a real situation and deductive reasoning concerning geometrical con-
cepts used in its description. Intuition gives birth to hypotheses
; s ; ; : H ;
and questions, stimulates and orients deduction, developes the abil-

ity to see in mathematics™.



